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Padovanfolgen

Dir.Mag. Kurt Wagner, Klagenfurt

Definition Xoy X1,X2;  Xae3 = A.Xqey + bY,, 0=0,1,2.3...
Beispicl und Vergleich mit der Fibonacci-Folge
Fibo 1123581321 3455 89......
Padovan 112234 5 7 9 1216..
Die Padovan-Folge steigt weniger rasch an.

Der Ansatz x, = u.q" (u-beliebiger Koeffizient) fuhrt auf die

Charakteristische Gleichung q*-aq-b=0

Lésungsansatz (bei drei unterschicdlichen Lésungen q;) x, = uq;" + vq," + wq,"

Der Ansatz verwendet die Linearitit in der Definition der Folge.

Die Koeffizienten u,v und w sind durch die Startglieder xo, X, und x, bestimmt.

Ohne die kubische Gleichung voll zu [6sen gewinnen wir mit Hilfe des Wurzelsatzes Aussagen
iiber das Grenzverhalten der Folgen. Jede Folge ist durch den Punkt P(a,b) indervonaund b

aufgespannten Parametercbene bestimmt. Gesucht sind Teilbereiche dicser Ebene, in denen die
Folge ein bestimmtes Verhalten zeigt.

Wurzelsatz  q;+q: + q5=0, q.19; + q1qs + q2qs = -3, q,3:q;=b
Zur Vereinfachung setzen wir q = q, und q,q; = r* und erhalten

1) q+q=-q

oW

b
(la)  2rcos@=-q  bei konjugiert komplexen Lésungen %
2) q-r=a
(3)  qr=b
Nach (1) und (3) gilt b>0: >0, q;<0, g;<0, 9>|q;|, ¢>|q3]
b<0:4<0, 4220, 43>0, [q|>q2, [q]>q G
Diskussion des Grenzverhaltens der Padovanfoigen
1. Grenzkurve
Ldngs dieser Kurve fallen 2 der drei Quotienten zusammen.

Q@ =Qq =1 q=-2r,a=3c% b=-2r oder
Qz =qs =-f, Q=2r,2a=3r%, b =20, in beiden Fillen ergibt sich als Grenzkurve die

Semikubische Parabel 27b* = 423, auf dieser Kurve gilt r*=a/3 und q=3b/a.

Welche Domdnen trennt die Grenzkurve? Wir bestimmen dazu q; - o)
(G2 - BY = (G + @) - 44:q3 = ¢* - 4r* = a - 3= a - a,, wenn (ay,by) auf der Grenzkurve licgt.
a>a, ¢s @bt 3 reelle Werte q, @, qs
a=a, es gibt 2 reelle Werte q, q; ((4=q2)
3¢ ¢s gibt cinen reellen Wert q und 2 konjugiert komplexe Werte q;,45
Kurz zusammengefat: b*<d4a’27 reelle, b*>4a%/27 komplexe Domine.
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2. GroBenordnung von q und r sA_ =
Elimination von r? aus (2) und (3) _ -
b>0: b=q(¢?-a), q=1 =b=1-2, q<>1= b<>1l-a, 04q<1 - q>1

die Gerade b=1-a bestimmt 2 Halbebenen mit q< >1
b<l:-b=-q(q*a), q=-1=b=a-1, q<>-1=> b<> a-1;~
dic Gerade b=a - 1 bestimmt 2 Halbebenen mit q<> -1.

Elimination von q aus (2) und (3)
a=b'-p Pl a=b-1, P<>la><b- 1.
Im Inneren der Parabel a = b? - 1 ist r3<1, auBlerhalb von ihr ist >1.

3. Konvergenzbereich

Eine Folge kann nur konvergent sein, wenn alle Quotienten betragsmiBig 1 oder kleiner 1 sind.
Innerhalb des Parabelsegmentes ADC (siche Skizze) und des Dreiecks BCD: Nullfolge.
Auflerhalb dieser Domine ist die Folge divergent und unendlich.

Auf der Begrenzung ist die Folge teils konvergent (Strecke BC) teils divergent, aber endlich.

4.Verhalten auf den Achsen

a-Achse: Xq+3 = 3.Xp+y, €8 entstehen 2 geometrische Folgen mit dem Quotienten a, wobei die
Wahl von x, keinen EinfluB auf die weitern Folgenglieder hat.

Xo, X1, A%,  aXy,.....
Xz,  axy, a’x,....., konvergent fiir -1<a<l1.

b-Achse: x,3=b.X, es entstehen 3 geometrische Folgen mit dem Quotienten b.
Xo, bxo, bxy.......
Xy, bx,, b%x,....
X2, bx,, b*x,...., konvergent fiir -1<b<1
In den Punkten A,B,C und D ist die Folge entweder konstant oder zyklisch.

5. Verhalten auf der Strecke BC
Dic Folge ist konvergent mit cinem Grenzwert, der von den Startgliedern xg,x,,x; abhingt.
Die ‘physikalische’ Bestrimmung des Grenzwertes X ersetzt den in B und C nicht vorhandenen
Grenzwert durch den ‘Schwerpunkt’.

b=0 = X = (X1+XZ)/2, b=1=>X= (X0+X|+X2)/3
Die Formel X = (bxo+x;+x,)/(b+2) fait nicht nur die beiden oberen Beziehungen zusammen,

sie gilt auch fiir beliebige b.
Beispiel: a=0.3, b=0.7, %=1, x,=3, x,=1.7: X =(0.7+3+1.7)2.7=2

6. Verhalten auf der Strecke BD

Beim Ubergang von b zu -b dndert sich das Vorzeichen aller Quotienten. Vergleichen wir die

Folge in P(a,-b) mit jener in P(a,b), wobei in letzterer x, durch -x, zu ersetzen ist, so stimmt

jeder zweite Wert iiberein. Da q fortwihrend das Vorzeichen wechselt, erhalten wir an Stelle

eines Grenzwertes zwei Hiaufungspunkte H und -H.

H= (-bX- X+ X;)/(-b + 2)

Beispiel: In den beiden Folgen

a=0.5, b=-0.5, %=1, x=2, x=3:1 2 3 0.5 0.5 -1.25 0 -0.88 0.63...... und
=0.5, b= 0.5, %=1, x;=-2, %=3:1-2 3-0,5 0.5 1.25 0 0.88 0.63.....

stimmen die Glieder mit geradem Index iiberein.
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7. Zyklische Folgen auf dem Parabelbogen DAC

Fiir groBe n bekommen die Folgenglieder wegen =1 die Gestalt Xo=cos(n@)+i.sin(ne).
Die Periode p wird asymptotisch erreicht, wenn der Winkel @=2n/p betragt, ((n+p)p = no].
Die dazu notwendigen Parameter betragen (nach (1a)) b= - 2cos(27/p) und a=bt?-1.
Beispiele: p=3, b=l, a=0

p=4, b=0, a=-1

p=5, b=-0.618, a=-0.618

p=24, b=-1.932, hier entsteht cine Schwierigkeit, da b auBerhalb des
crlaubten Bereiches liegt. Man sucht cin Vielfaches von 15°, das nicht Teiler von 360° ist. Mit
75° erhilt man ein b im Bereich -1<b<1 und eine zyklische Folge mit der Periode 24.

b=-0.51763, a=-0.73205.

Das zuletzt aufgezeigte Verfahren ist nicht moglich fiir die Winkel 45° und 30°, daher sind die
Perioden p=8 und p=12 nicht zu erzeugen.

8. Zielquotient und Isoquoten

In der reellen Domine wird sich der gréBte Quotient mit steigendem n immer mehr

durchsetzen und es gilt im(Xq+1/Xa)=q=2 Zlelquotient.
In der komplexen Domine kann es nur fiir ¢*>12, also fiir 2>0 (2) einen Zielquotienten geben.

Isoquoten sind Geraden, lings denen die Folgen den gleichen Ziclquotienten besitzen. Wir
beweisen den Satz: Die Isoquoten sind Strecken auf den Tangenten der Grenzkurve.
Nach Abschnitt 1 gilt auf einem Ast der Grenzkurve ;=¢y=r, a=3r%, b= -2 und db/da= -r.
Die Tangente hat die Gleichung b+2r*=-r(a-3r*) bzw. b =r’ - ar.

Andererseits muB der Zielquotient die char.Gleichung erfillen: 2’-az-b=0, d.h. r=z.

Die Isoquoten geniigen daher der Gleichung b =z* - a.z im Intervall [0,2°].

Wir fragen noch, ob man den Zielquotienten der originalen Fibonacci-Folge, die * goldene’ Zahl
g = 1.618 034 auch in einer Padovanfolge mit ganzzahligen Parametern bekommen kann.
Wegen der Irationalitiit von g erscheint dies zunichst aussichtslos. Wir benutzen die
Eigenschaft der goldenen Zahl, durch ihre Potenzen die Fibonaccifolge zu erzeugen.
g=((1+5V2P = (6+245Y4=1+g g2 =1+2g g =2+3g, ...

Die Isoquote fir g lautet daher 1+2g =a.g + b, sie ist ganzzahlig zu erfiillen fiir a=2 und b=1.
Wic im nichsten Abschnitt gezeigt wird, ist nicht nur der Zielquotient g sondern es entsteht
iiberhaupt die originale Fibonacci-Folge.

9. Padovan-Folgen und Fibonacci-Folgen

Kann die Fibonacci-Folge Xut;=aXq+ +bx, durch eine Padovanfolge Ya:=a'yen+b'Ya dargestellt
werden? Dies ist immer mdglich. Wir multiplizieren die char.Gleichung der Fibonacci-Folge mit
einem noch zu bestimmenden Wurzelfaktor q - q; und erhalten

(q* - aq - b)(q - @) = ¢ - (a+qs)q? - (b-2q3)q - (-bgs) = 0.

Damit eine Padovan-Folge entsteht, muB der Koeffizient von q? verschwinden, also g;=-a.
Wir lesen ab: a’ = a? +b und b’ = ab, auBerdem muB x,=ax,+bX, gewihit werden.

Der umgekehrte Weg ist komplizierter, nur unechte Padovan-Folgen konnen Fibonacci-Folgen
sein. Wir wihlen a=-q und b=b’/a . Ist x,=ax,+bx, erfiillt, so ist die Padovan-Folge unecht,
d.h., sic kann auch als Fibonacci-Folge dargestellt werden. In der rellen Domine muB diese
Probe filr alle drei Quotienten durchgefiihrt werden. :
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Andere Moglichkeit: X, Xy, X;,X; bestimmen (auBer bei Vorliegen einer geom.Folge) cindeutig
eine Fibonacci-Folge mit a=(XpX; = X:X)/(XX; - X1%) und b=(X;? - X,X3)/(XaX,~X,%). Gilt fir die
vorliegende Padovan-Folge a’=a%+b und b’=ab, so ist sie unecht, sonst echt.

10. Perrin-Folge

Dies ist eine Padovan-Folge mit ganz bestimmten Startgliedern. Perrin hat 1899 die schon
vorher von Lucas beschricbene Folge weiter untersucht und folgendes gezeigt. Immer wenn n
eine Primzahl ist, so ist das Folgenglied x, durch n teilbar. Man kann auch sagen n ist sicher
zusammengesetzt, wenn ¢s X, nicht teilt Der Beweis fiir diese Aussage scheint zunichst
ziemlich aussichtslos, denn X, = uq,” + vq," + wq," enthilt nur irrationale, zum Teil komplexe
Zahlen, die sich fiir Teilbarkeitsuntersuchungen schlecht eignen. Eine Erleichterung kénnte
eintreten, wenn man u=v=w=1 mit verniinftigen Startgliedern erreichen kann.
Man kann in diesem Fall ansetzen X, = q," + ;" + 2"
=1+1+1=3

¢+ G+ ¢ =0nach(l)

=@+ @ QG = (@t G+ ) - 2QG + GG+ Q) = 2a nach (2)
Die gehenmusvollen Startglieder sind also 3, 0 und 2 fiir die originale Padovanfolge mit a=1.
Er gilt jedoch auch filr (ganzzahlig) erweiterte Padovanfolgen mit den Startgliedern 3,0 und 2a.
Zum Beweis verwenden wir den trinomischen Lehrsatz.

(q1 + G2 + @)" = In!/(albleDq,"q,°g;° mitO<abc<n unda+b+c=n.

Da n prim ist, kann der Faktor n in n! nur weggekiirzt werden, wenn eine der GréBen a,b,c den
Wert n annimmt, die beiden anderen miissen dann Null sein. So erhalten wir die Kongruenz:

="+ "+ " =(q1 + G+ ¢)"=0modn

Wir berechnen die ersten 11 Glieder nach der auf Seite 1 gegebenen Definition.

abn=3 4 35 6 7 8 9 10 11
ab 3b 2a° Sab 2a+3b* 7a’b 2a'+8ab? 9a’b+3b® 2a+15a*t? 1la’b+1lab?
1 3 2 5 5 7 10 12 17 22

13 9 2 15 29 21 74 108 137 330

Fiir n=3,5,7 und 11 ist die Teilbarkeit durch n gegeben. Ein Beispiel fir eine gtéBere Zahl: Fiir

a=b=1 und n=73 lautet das Folgenglied 822 261 415, mit den Faktoren 11 263 855 und 73.

Wie jeder Primzahitest kann auch die Perrin-Folge zur Lésung des Faktorisierungsproblems

und damit fiir die Verschliisselungsverfahren fiir Daten von Bedeutung sein.

Der Satz ist jedoch nicht umkehrbar. Wenn e¢in Folgenglied durch den Index teilbar ist, so muB

dieser keine Primzahl sein. Bei den originalen Perrinfolgen sind Gegenbeispiele erst bei sehr

hohen Zahlen zu finden. Filr die erweiterten Folgen kénnen sie schon frither aufireten.

Fiir a=1 und b=3 z.B. ist x,=108, durch 9 teilbar, 9 jedoch keine Primzahl.

Es gibt noch Padovanfolgen einer zweiten Art mit der Definition
Xg+3 = A.Xpe2 + bX,, n=0,1,23...

Fiir diese gilt eine entsprechender Satz. Immer wenn n eine Primzahl ist, so ist der Term

Xa - 2 durch n teilbar. Die Anfangsglicder sind nun 3,a und a2. Beispiele fiir die ersten Glieder:

a h n=3 4 5 6 7 8 9 10 11

a b 2-3b a'-dab a'-32°b a®+6a'b a'-7a'b 2°-8ad a2°-92°b- a"-10abr a'-1la'b-
1362 +7ab* +12a%b* 18a°b*+3b 5*a'bi+10ab® 33a°b*+22a%0°

11 4 5 6 10 13 21 31 46 67

21 11 24 52 115 254 360 1235 2724 6008

Der Satz ist fiir n=3.5,7,11 erfiillt. Anderes Beispiel: Fiir a=2 und b=1 lautet das 23.Glied

79 611 696 und 79 611 694 ist das Produkt aus 23 und 3 461 378.
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11. Explizite Darstellung
Die charakteristische Gleichung. q* - aq - b = 0 besitzt die Diskriminante D=-3%/27+b%4. Mit
b b
a’=5+ JvD, p3= 3” JD

lauten bei D>0 die Losungen (Cardanische Formeln)
G =+ B, @ = (c+BY2 + (a-BY2i 3, @ = (o+BY2 - (B2 V3

Fiir D<0 geht man zu Polarkoordinaten iiber und findet
w = p’fcos(3p) +1sin(39)], V= p*leos(39) - i sin(39)]

L2 cosipat
pP= 3’ cos (0-5;?.
In diesem Fall lauten die Losungen

qu = 2p cos(®), q; = 2p cos(@ + 2w/3), 3 = 2p cos(p + 41/3)
Die explizite Darstellung der Folgenglieder lautet x, = uq," + vq," + wq;"
Die Koeffizienten u,v,w werden durch Vergleich mit den Startgliedern bestimmt. Es entsteht
das Gleichungssystem

u + v +w=X

ugq +VvQ + WG =X

ug? + vgp* + Wags = Xp
mit der Determinante det = (q; - G2)(q - §)(qs - G1)- Bei unterschiedlichen Losungen fiir die
Quotienten ist das System immer l6sbar. Es ergibt sich

u= (G- G)(Xqq + X1 + Xp)/det

V= (qr - G)Xeqith + X + Xp)/det

W = (qz - 1)(XeQiqz + X1q3 + X, )/det
Der Zielquotient der originalen Padovan-Folge (a=b=1) ist

—~
1 ’23 1 ‘23

=3t f—= + == =1 ... ‘Plasti .

q J2+ 108+\/2 103 1324718 Plastikzahl

Es gibt fir die Plastikzah auch eine geometrische Interpretation. Wenn
| 1 man ein Quadrat in drei dhnliche Rechtecke zerlegt, stehen die Seiten
x x undy im Verhiltnis der Plastikzahl.
Dic Scitenverhiltnisse liefern 1/x=2/(1-x) und 1/x=(1-x)/(1-z) und nach
Elimination von z erhalten wir x* =(1-x)* und die homogene Beziehung
| z |y x*-y*=(1-x)(1-1+x) = xy?; dividiert durch y* ergibt
} J (XyP - (¥y) - 1 = 0, das ist die charakteristische Gleichung.

12. Explizite Darstellung lings der Grenzkurve

Fiir ein Wertepaar (a,b) auf der Grenzkurve ist der in Abschnitt 11 beniitzte Ansatz nicht
méglich. Wir versuchen eine Darstellung mit noch unbekannter Folge ¥n.

Xo = UQ," + Yo"

Beim Einsetzen in die Definitionsgleichung fir Padovan-Folgen hebt sich der erste Anteil weg,
da q, eine Lésung der charakteristischen Gleichung ist. Nach Division durch q:" verbleibt




- 128 -

. la
Vaes-Qz' = aYpaqz + by, mit =I\i 3

Einsetzen von g, und b (nach Abschnitt 1) ergibt

la

— .
-y | a e
“Yea(2/3) V3 =z+a 3 Yam - (£2a/3) V3 Y

oder vereinfacht Ya.s. = 3¥nes - 2¥n .

Diese Rekursion bestimmt eine arithmetische Folge, falls o, y1, y2 bereits eine solche bilden.
Damit kommen wir zur expliziten Darstellung des Folgengliedes x, (q; = -2q,

—
n n . [a
%o = [¥o + n.d + (-2)".ulq,", mit q; = -sgn(b) \/ 3

Die Koeffizienten zur Anpassung der Folge an die Anfangsglieder sind u,y, und d. Die arith-
metische Folge ist eine interne, sie wird nur in Sonderfillen auch wirklich auftreten.
Die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten

Xo T U+Yo
Xi/q=-2u+y, +d
X2/@*= du+y,+2d

werden gel6st durch

u=( Xq’-2%9+ %)/(9q?)
Yo = ( 8%q* +2%,q - %)(9¢%)
d = (-6%q* +3x,q +3%:)/(9¢?)

Damit die arithmetische Folge ‘sichtbar’ wird, muB} offenbar g=1 sein. Dies erfordert
a=3, b= -2. Wenn die Startglieder bereits eine arithmetische Folge bilden, so erhalten wir

u=( Xo- 2X1 + X2)/9=0
Yo= (8% + 2% - X;)/9 =X,
d = (-6% + 3x4 + 3%,)/9 = (-9%g + 9%,)/9 = X; - Xo.

Fiir g=-1 (a=3, b=2) entsteht eine arithmetische Folge mit wechselndem Vorzeichen.
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